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Exercice 0.0.1. Les ensembles suivants sont ils des sous-espaces vectoriels de R??

1.
2.
3.

Fi ={(z,y) e Rz =y}
Fy={(z,y) e R,z +y =1}
FSZ{('T>y) ERZaxQ_yQZO}

SOLUTION

Fy est un sous espace vectoriel d R? puisqu'il vérifie la condition suivante : Soient (x,vy),(z,t) € F} et
a,8 € Ralors x =y et 2 = t. alz,y) + B(2,t) = (ax + Bz,ay + ft) On a ax + Sz = ay + St donc
alz,y) + B(z,t) € F.

2. F, n’est pas un sous espace vectoriel de R car il ne contient pas I’élément neutre O = (0, 0).

3.

F, n’est pas un sous espace vectoriel de R car (1,1) € F3 et (1, —1) € F3 mais leur somme (2,0) ¢ Fj

Exercice 0.0.2. Soient F = {(x,79,73) € R®, 21 + 29 — 23 =0} et G = {(a — b,a+b,a — 3b),a,b € R}

1.
2. Déterminer FNG.
3.
4

. Montrer que le systéme (wy,wy) ot wy = (1,1,1) et wy = (—1,1,—3) est une base de G.

Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels sur R.

Montrer que le systéme (vy,ve) ot vy = (1,1,2) et v = (1,2,3) est une base de F.

SOLUTION

Soient x = (1, %2, 23),y = (Y1, Y2,y3) € F, soient o, f € R alors

ax + By = (ax + Byr, axs + Bya, aws + Pys)
et on a

axy + Byr + axy + By — (s + Bys) = a(wy + 22 — a3) + B(y1 +y2 —y3) =0

. De méme pour le sous espace G : Si x,y € G et a, § € R, alors

r=(a—ba+ba—3b) et y=(c—d,c+d,c—3d) a,b,c,deR
On vérifie facilement que aur + By s’écrit lui aussi sous la forme (A — B, A+ B, A — 3B).

Soit x € FFN G, alors

r € G = Ja,beR tel que x = (a—b,a+b,a— 3b)
reF=(a—-b)+(a+b) —(a—3b)=0

C’est a dire a + 3b = 0 ou encore a = —3b, d’out :

FNG={x=(-3b—0b,—3b+b,—3b—3b),be R} =z = —b(4,2,6),b e R
G ={z=X213),)\eR}

(v1,v2) ot vy = (1,1,2) et vy = (1,2,3) est une base de F' : Systéme libre et générateur.

. (wy,wq) o wy = (1,1,1) et wy = (—1,1,—3) est une base de G : Systéme libre et générateur.



Exercice 0.0.3. Soit E/ l’espace de toutes les suites réelles.
1. Montrer que E muni de l'addition des suites et de la multiplication par un scalaire est un espace vectoriel.
2. Les parties suivantes sont elles des sous-espaces vectoriels.

(a) Fy ={(un), € E bornée }

(b) Fy ={(un), € E convergente }

(¢) F5 ={(un), € E monotone }

(d) Fy = {(un)n € E arithmétique }

(e) Fs ={(up)n € E Yn €N, Upio=nups1 + up}

SOLUTION

1. Soient (uy)n, (vn)n € Fi, alors il existe deux constantes C; > 0 et Cy > 0 telles que
lun| < Cy et |u,] < Cs
Soient a, B € R alors la suite (au, + fu,), est bornée, en effet :
|Qun + Bun| < foun| + |[Bun| < |afCr + [B|C = Cs

2. Soient (uy,)n, (Vn)n € Fo,
lim |u, —l;|=0 et lim |v, —1ls] =0
n—-+o00 n—-+o0o

Soient a, 8 € R alors la suite (au, + fu,), converge vers aly + Sls.
En effet

law, + Bu,) — (aly + Blo)| = |a(u, — 1) + B(v, — o)
< la(un = W)+ [B(vn — )| = laflun = L] +B[on = 2| =0
Conclusion : F, est un sous espace vectoriel de F.

3. F3 n’est pas un sous espace vectoriel de F. La somme de deux suites monotones n’est pas toujours
monotones. Je vous laisse trouver des exemples. On cherche deux suites telles que 'une est croissante et
I'autre est décroissante et pour lesquelles la somme n’est ni croissante ni décroissante.

4. F, oui (évident)
5. Fj oui (évident)

Exercice 0.0.4. Soit E [’espace des fonctions de R dans R muni de ’addition des fonctions et de la multipli-
cation par un scalaire. Les sous ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels ¢

1. Fy = {f € E monotone }

2. Fihb={f€eE, [ sannule}

3. Fs={fekFE, fsannuleen 0}
4. Fs={f € E, f impaire}

SOLUTION



1. f(z) = —x est décroissante sur R, g(x) = 2% est croissante sur R mais la somme (f +¢)(z) = —z + 2% =
(1 — x)(1 4 x) change de signe —1, en 0 et en 1. Elle n’est donc pas monotone.

2. F, n’est pas un sous espace vectoriel de F.
f(z) = 2? Sannule, donc f € F; (elle s’annule en 0).
g(z) = 2z + 2 s’annule, g € F, (elle s’annule en —1).
Mais (f + g)(z) = 2* + 22 + 2 = (z + 1)®> + 1 ne s’annule jamais. Donc f + g ¢ F5.

3. Fj3 est un sous espace vectoriel de E. Si deux fonctions f et g s’annulent en 0 alors pour tous o, f € R
(af + Bg)(0) = af(0) + Bg(0) = 0.
4. F5 est un sous espace vectoriel de E. En effet, Soient f,g € F5,a,5 € R

(f +Pg)(=x) = af(=2) + Bg(—) = —af(z) — fg(x) = —(af(z) + By(z)) = —(af + Bg)(z).
Exercice 0.0.5. Dans R3 on considére 'ensemble
E ={(x1,19,23) tels que x1+ x5+ 23 =0}
1. Montrer que E est un sous espace vectoriel de R3

2. Donner une base de E.

SOLUTION



1. E est un sous espace vectoriel de R? (évident).
2. Soit x = (1, x9,x3) € F alors x; + x5 + 23 = 0, c’est & dire x3 = —x1 — x5. Donc
Tr = (I17$27 IB) - (xla To, —T1 — $2) = (3317 Oa —.Tl) + (073327 _$2) = 3:1(17 07 _1> + .172(0, 17 _1)

On a donc
T = 1101 + Tavy avec vy = (1,0,—1) et vy =(0,1,—1)

11 vous suffit de montrer que le systéme (v, v4) est un systéme libre.
Exercice 0.0.6. Dans R* on considére I'ensemble
E = {(x1, 29,23, 74) tels que x4+ x93+ x3+ 24 =0}

1. Montrer que E est un sous espace vectoriel de R*

2. Donner une base de E.

SOLUTION

1. Comme l'exercice précédent.

2. Comme l'exercice précédent.

Exercice 0.0.7. Soientt € R et vy = (1,0,t), vo = (1,1,t), v3 = (t,0,1). Pour quelles valeurs de t le systéme
(v1,v9,v3) est-il une base de R?

SOLUTION

Soient Aj, Ao, A3 € R tels que A\jv; + Avg + Agvg = 0. Alors (A + Ay + A3, Ao, tA; + tAa + A3) = (0,0, 0).

Ceci donne
M+ A +tA3 =0

t)\1+t>\2+)\3 =0
ou encore

)\1 + t)\g = O
tA\1+2A3=0
c’est & dire
)\1 - —t)\g
Ao =0 (3)
A3 = —t)\;
=
)\1 - t2)\1
Ao =0 (4)
A3 = —t)\;
=
)\1(1 - t2) - O
Ao =0 (5)
A3 = —t)\;
=
MI=t)(14+t) =0
Ao =0 (6)
A3 = —t)\;

Pour pouvoir dire que \; = 0 il faut et il suffit que (1 —¢)(1 +¢) ne soit pas nul.
On aura alors \; = Ay = A3 = 0.
Le systéme est alors libre si et seulement si t # —1 et ¢t # 1



Exercice 0.0.8. Soient F' et G deux sous espaces vectoriels d’un méme espace vectoriel E. On définit la somme
de ' et G par
F+G={x+y,xe FyeG}

1. Monter que F' + G est un sous espace vectoriel de E.

2. Montrer que dim(F + G) = dimF + dimG — dim(F N G)

Exercice 0.0.9. On considére dans R*, les vecteurs suivants : vy = (1,2,3,4), v, = (1,1,1,3), v3 = (2,1,1,1),
vy =(—1,0,-1,2), v5s = (2,3,0,1). Soient :

F' le sous-espace vectoriel engendré par (vy,vs, v3)

G le sous-espace engendré par (v4, vs)

Calculer dimF, dimG, dim(F N G), dim(F + G).

SOLUTION
1. On doit vérifier si le systéme (vy, va,v3) est libre. Supposons donc A\jv; + Agve + Azvz = 0, alors

)\1+/\2+2)\3:O
2/\1+)\2+)\3:0 (7)
M+ A+ A3 =0
AN+ 3+ A3=0

Ce systéme admet pour unique solution A\; = Ay = A3 = 0. Et le systéme est donc libre. Comme il est
générateur de F' par construction alors c’est une base de F' est donc

dimF = 3.

2. 1l est clair que les deux vecteurs vy = (—1,0,—1,2) et v5 = (2,3,0,1) no sont pas dépendants. On ne
peut pas écrire v; = awvy ou U'inverse. Le systéme (vy, v5) est donc un systéme libre.

dimG = 2.

3. On cherche FNG. Soit x € FFNG alors :
D’une part
T = )\11}1 + )\QUQ + )\31)3

et
T = A\vUg + AsUs

d’autre part. On identifiant on obtient un systéme de 4 équations & 5 inconnues :

A+ Ao+ 2X 3 = =+ 2);

2)\1 + )\2 + )\3 = 3)\5 (8)
3)\1 + )\2 + )\3 = —)\4

AN+ 33X+ A3 =2+ A5

Qu’on écrit sous la forme
AM A+ A+203+ A —2X5=0
2)\1"‘)\2"‘)\3—3)\5:0 <9)
3)\1+>\2+)\3+)\4:O
AN+ 3+ A3 =2 —XA5=0

Un calcul d’élimination nous ameéne a écrire A1, Ay, A3, A4 en fonction de A5 sous la forme

)\i = Ci)\5,i = 1, 4



Alors F'N G sera le sous espace vectoriel engendré par le vecteur civ1 + covg + c3v3 et aussi par ¢ vq + vs
Conclusion : Le sous espace F' NG est de dimension 1. Et comme

dim(F + G) = dimF + dimG — dim(F N G)
alors
dim(F +G)=3+2—1=4.
C’est a dire que F + G = R*.

Exercice 0.0.10. Vérifier si les parties de R F(R,R) suivantes sont des sous-espaces vectoriels.

1. {f:R— R, f monotone }
2.{f:R— R, f sannule en 0}
3. {f:R— R, f sannule}

4. {f:R— R, f est impaire }



